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“La Matemática, vista correctamente, posee 
no solamente verdad sino también extrema 
belleza, una belleza fría y austera como la de 
una escultura, sin apelar a ninguna parte de 
nuestra naturaleza más débil, sin los 
aspectos más hermosos de la pintura o la 
música, pero sin embargo, sublimemente 
pura y capaz de una perfección rígida como 
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En el presente trabajo se desarrolla una propuesta encaminada a la creación de una simulación 
que se convierta en una herramienta tanto para el docente como para el estudiante la cual permita 
enseñar el fenómeno de rotación a partir de matrices de rotación en dos y tres dimensiones 
mediante el uso de la geometría, se utiliza el programa de animación Flash CS6 usando el código 
dirigido a objetos ActionScript 3.0, se logra crear un software llamado SOFTROTATE que posee 
diferentes ventanas para que el estudiante visualice e interactúe con aspectos como: ángulos de 
Euler, No conmutatividad en las rotaciones, ejes de rotación, transformación activa y pasiva y 
velocidad angular y tangencial, etc. Esta herramienta se diseñó de manera flexible de modo que 
pueda usado por cualquier población de acuerdo a las necesidades del docente y se aplicó en 
particular a estudiantes de grado noveno del Colegio El Porvenir Sede B y dentro de las sesiones 
se obtuvieron buenos resultados tanto en la evaluación de diseño como en el uso de sus ventanas 
para diversas actividades dirigidas en el aula. 
Palabras clave: Transformación lineal, Matriz de Rotación, Ángulos de Euler, Geometría, Eje 
de Rotación, Transformación Activa y Pasiva, No conmutación  
 
Abstract 
In this paper we develop a proposal aimed to the creation of a simulation that becomes to tool not 
only for  the teacher, but also for the student which permits to teach the rotation matrix in two and 
three dimensions through the use of  geometry, it is used the animation program Flash CS6 using 
a code aimed to objects ActionScript 3, it is achieved to create  a software called SOFTROTATE  
which has different  windows in order the student to visualize and interacts with aspects such as: 
Euler angles, Not Commutativity rotation, rotation axis, active and passive transformations and 
angular and tangential  velocity, this tool was designed for any population according to the 
necessities of the teacher, it was applied to students of ninth grade at Porvenir school branch B, 
and during the sessions good results were obtained in the evaluation of the design as well as in 
the use of the windows for diverse guided activities within the classroom. 
KEY WORDS: Lineal transformation, rotation matrix, Euler angles, Geometry, Axis of 
rotation, Active and Passive transformation, Not Commutativity 
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INTRODUCCIÓN 
Descripción del Objeto de Investigación 
Enseñar el álgebra matricial de  tres dimensiones como lo requiere el estudio de 
la mecánica rotacional puede ser una tarea difícil para el docente y por lo tanto una 
dificultad de aprendizaje para el estudiante, mostrar como las trasformaciones de un 
sistema a otro requiere del uso del álgebra lineal y esto puede convertirse en algo 
bastante abstracto, las traslaciones y rotaciones que tiene un cuerpo son estudiadas en 
espacios vectoriales que por su forma se simplifica al uso de matrices y para su 
comprensión es necesario por parte del estudiante tener un gran nivel de abstracción 
espacial, esa tarea que tiene el docente de mostrar algo abstracto y que puede perder 
fundamento a la hora de explicarlo si no se usa la didáctica apropiada y cercana a la 
realidad del estudiante, puede convertirse en una clase más sin generar el aprendizaje 
esperado. Existen diferentes herramientas que permiten potencializar el aprendizaje 
deseado y en el caso de la mecánica rotacional la simulación se convierte en algo visual 
que puede generar un significado a lo que se estudia. 
“Hay que aprender a usar la visualización creativamente, como una herramienta 
para el entendimiento: la visualización matemática es el proceso de formarse 
imágenes mentales, con lápiz y papel o con ayuda de la tecnología, y usar tales 
imágenes efectivamente para descubrir matemáticas y comprenderlas” (Núñez, 
2002) 
Planteamiento del problema 
El papel de la enseñanza tanto en matemáticas como en física está ligado a llevar 
unos conceptos claros y estructurados de una manera sencilla pero a la vez solida hacia 
cada uno de los estudiantes, la forma como se presentan en el aula se convierte en el 
pilar para generar un aprendizaje significativo, incentivar los diferentes sentidos hace 
parte esencial para encontrar soluciones a las diversas situaciones que se presentan en 
el aula, como lo son las dificultades de aprendizaje, los niveles de abstracción a un 
problema e incluso la poca atención que tienen los estudiantes hacen parte de los 
12  
 
diferentes problemas que enfrenta el docente el cual debe construir ambientes propicios 
de enseñanza y aprendizaje.         
Llevar a cabo una posible solución que abarque la mejor manera para generar un 
ambiente de enseñanza aprendizaje en el aula es una labor que lleva tiempo, las 
diferentes herramientas que pueda tener el  docente son la base para incentivar tal labor 
hacia la meta propuesta y quizás tal herramienta permita ir más allá de lo planeado, en el 
momento de abordar la cinemática necesaria para estudiar los cuerpo rígidos en rotación 
se utilizan demostraciones algebraicas pertinentes que son herramientas un poco 
abstractas para un estudiante que inicia su estudio en este campo, entonces porque no 
probar otras estrategias que pongan ese nivel abstracto a un nivel significativo y que dé 
otra mirada al aprendizaje adquirido. De acuerdo a esto, surge la pregunta: 
 
 
¿Cómo generar una enseñanza-aprendizaje para la visualización del álgebra 
abstracta en estudiantes de mecánica rotacional a partir de la geometría en tres 




 En la Revista Argentina de Enseñanza de la Ingeniería se encuentra un artículo 
llamado “UN ENFOQUE PARA LA ENSEÑANZA DE LA CINEMÁTICA DE UN 
CUERPO RÍGIDO” que busca generar una nueva manera para enseñar este 
tema ya que de acuerdo a los estudios hechos en ese país los estudiantes tienen 
dificultades para aprender los diferentes modelos físicos y para ello proponen 
investigar sobre el trabajo colaborativo y la creación de diferentes unidades 
temáticas apoyadas en la parte presencial con un entorno virtual de aprendizaje y 
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 En la Universidad Nacional sede Medellín se realizó un trabajo de grado de la 
maestría en enseñanza de ciencias titulado “PROPUESTA DE ENSEÑANZA DE 
EQUILIBRIO DE CUERPO RÍGIDO BAJO LA ACCIÓN DE FUERZAS 
COPLANARES CON EL USO DE LA GEOMETRÍA PLANA EN EL CURSO DE 
ESTÁTICA, DE LA INSTITUCIÓN UNIVERSITARIA PASCUAL BRAVO” que 
muestra la enseñanza de este tema desde el estudio de las leyes de Newton y su 
análisis a partir de diagramas de cuerpo libre construidas en un solo plano es 
decir, usando una geometría en dos dimensiones. 
 ENSEÑANZA DEL CONCEPTO DE MATRIZ A ESTUDIANTES DE GRADO 
NOVENO, A TRAVÉS DEL PROGRAMA COMPUTACIONAL DERIVE, 
presentado por JENNY PATRICIA JIMÉNEZ ALBA como tesis para optar como 
magister en Enseñanza de las Ciencias de la Universidad Nacional de Colombia, 
en este trabajo se crea una unidad didáctica orientada al concepto de matriz, 
operaciones entre matrices y transformaciones en el plano, creó ocho actividades 
utilizando el programa Derive y Geogebra y se aplicó en estudiantes de grado 
noveno, su primordial aporte se centra en las transformaciones lineales en 
movimientos rígidos que preservan la simetría. 
 “TRANSFORMACIONES LINEALES DE DIMENSIÓN FINITA, APLICADAS AL 
DESARROLLO DEL MODELO CINEMÁTICO DIRECTO PARA EL ROBOT 
KUKA KR 60 JET EN CURSOS DE ÁLGEBRA LINEAL Y DIBUJO DE 
MÁQUINAS”, es un artículo de la Revista Matemáticas: Enseñanza 
Universitaria Vol. XIX, No 2, Diciembre (2011) de la Universidad Industrial de 
Santander, fue escrito por John Faber Archila Díaz, Luis Eduardo Bautista 
Rojas y Jorge Villamizar Morales, en este trabajo se enfocó en la simulación en 
MATLAB como herramienta computacional para la enseñanza de las 
transformaciones lineales partiendo de la geometría y de las matrices 









     
JUSTIFICACIÓN 
El uso de herramientas tecnológicas como lo son las simulaciones permite dar un 
mejor panorama a teorías que pueden ser difíciles de entender, dotar de ambientes de 
aprendizajes significativos que potencialicen la enseñanza por parte del docente y 
mejoren el aprendizaje del estudiante generando un gran aporte a las diferentes 
estrategias creadas en el aula, poder acercar al estudiante a algo tan complejo como lo 
es el álgebra matricial para trasformaciones de una sistema a otro en la mecánica 
rotacional y crear en ellos la relación entre el álgebra y la geometría mediante la 
simulación se convierte en un gran avance, tal avance podría inclusive ser aplicado no 
solo en estudiantes de universidad sino en educación media de acuerdo al nivel de 
dificultad que quiera el docente. 
OBJETIVO GENERAL 
Diseñar una simulación como recurso didáctico cuyo contenido primordial es el 
uso de la geometría rotacional en tres dimensiones para la visualización del uso de 
matrices  utilizadas en la mecánica rotacional. 
OBJETIVOS ESPECÍFICOS 
 
 Analizar mediante una encuesta las diferentes dificultades que tienen los 
estudiantes en el momento de abordar el fenómeno rotacional. 
 Construir un escenario donde se relacione las diferentes operaciones matriciales 
con la geometría en dos y  tres dimensiones. 
 Mostrar las transformaciones activas y pasivas que tiene un sistema físico 
usando la simulación en dos dimensiones. 
 Utilizar las simulaciones en niveles de secundaria y/o primeros semestres de 
universidad. 
 Medir la herramienta de simulación utilizada en el aula como estrategia de 
enseñanza- aprendizaje. 
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1. MARCO TEÓRICO 
1.1 Contexto histórico 
Las ecuaciones lineales trabajadas desde muchos años por diferentes culturas nos 
muestran como el hombre ha tenido la necesidad de crear nuevas herramientas que le 
permitan controlar de la mejor manera sus medidas para así ordenarlas y darles un 
sentido práctico, un ejemplo de esto son los diferentes fenómenos periódicos que existen 
en la naturaleza, para esto el pensamiento matemático ha venido evolucionando, y ha 
creado diferentes modelos que han permitido dar solución a los problemas presentados y 
así cada vez beneficiar su forma de vida y la de su sociedad. 
Culturas como la egipcia muestran en sus escritos el pensamiento lineal que tenían 
en su época, documentos como el Papiro Rhind ilustrado en la Figura 1-1, escrito por 
Ahmes en el siglo XVI a. C. ponen de manifiesto el uso de ecuaciones lineales que al 
parecer fueron utilizadas en las diferentes medidas para su agricultura y que permite ver 
los diferentes modelos matemáticos construidos hasta ese entonces. 
En el caso de los babilonios el mejor registro de ecuaciones lineales son las 
tablillas de Croqueta ilustrada en la figura 1-2 donde situaciones problema de la 
agricultura muestra la creación de sistemas lineales que son resueltos en su momento 
por sustituciones, un ejemplo de esto es:  
 
“Existen dos campos cuyas áreas suman 1800 yardas cuadradas. Uno produce 
granos en razón de 2/3 de saco por yarda cuadrada, mientras que el otro produce 
granos en razón de 1/2 saco por yarda cuadrada. Si la producción total es de 
1100 sacos, ¿cuál es el tamaño de cada campo?" (Luzardo, 2006), pp. 153-170) 
 
 La cultura china es otro ejemplo de la continuidad en el pensamiento lineal puesto 
que los siglos III y IV a.C. bajo la dinastía Han publican el tratado sobre el Arte 
matemático ilustrado en la figura 1-3,  el cual recopila los conocimientos adquiridos hasta 
la época y dentro de él se observa diversas ecuaciones lineales, un claro ejemplo de esto 
es la siguiente situación: 
“Hay tres clases de granos; tres gavillas de primera clase, dos de la segunda 
clase y una de la tercera hacen 39 medidas; dos de la primera, tres de la segunda 
y una de la tercera hacen 34 medidas; y una de la primera, dos de segunda y tres 
de la tercera hacen 26 medidas. ¿Cuántas medidas de granos están contenidas 
en una gavilla de cada clase?"  (Ríbnikov, 1987) 
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El método de solución es la regla de “fan-chen” cuya forma es igual al hoy 
conocido método de eliminación Gaussiana, no es coincidencia que la solución sea igual 
ya que el señor Carl Friederich Gauss en 1803 hace una consulta a este tratado y 
construye la solución para un sistema de ecuaciones de seis incógnitas. (Luzardo, 2006), 
pp. 153-170) 
 Hay que tener en cuenta la forma como cada cultura solucionaban los diferentes 
problemas lineales, puesto que los Babilonios utilizaban su sistema aritmético de forma 
algebraica, mientras que las culturas Egipcia, India y China usaban métodos 
geométricos. 
Figura 1- 1 Papiro de Rhind 
      
Figura 1- 2 Tratado Arte Matemático 
 
Figura 1- 3 Tablillas de Croqueta 
 
 
La historia del álgebra lineal se concentra en ver la evolución de los sistemas de 
ecuaciones lineales  y las diferentes formas que llevaron a plantear la idea del 
pensamiento lineal, aquí diferentes conceptos como el de vector y de espacio vectorial 
impulsaron a la utilización de todas esas ideas construidas por aquellas culturas del 
pasado. 
Hablar de álgebra lineal hasta el siglo XVIII era discutir sobre la solución de 
ecuaciones de diferente grado, intelectuales como D’Alembert, Euler y Lagrange hicieron 
aportes importantes para dar solución a diferentes sistemas lineales, a partir de este siglo 
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aparece la noción de vector gracias a los conceptos trabajados en Mecánica desde el 
siglo XVII que abren el nuevo camino hacia el cálculo vectorial. 
El siglo XIX se distingue por darle una nueva mirada al álgebra lineal, aparecen 
matemáticos como William Rowan Hamilton (1805-1865) que propone un sistema 
numérico llamado Quaternions que se distingue por ser un anillo de división no 
conmutativa dentro de los números reales junto con los complejos que permite 
estructurar una nueva de álgebra en cuatro dimensiones. (Boyer, 1999)  
Personajes como Cayley, Hamilton, y Grassmann usan la nociones de vector y 
espacios vectoriales para los primeros inicios del cálculo vectorial, donde Grassmann 
visto como el maestro del algebra lineal demuestra el producto geométrico o como se 
conoce en este momento producto vectorial, tales ideas fundamentales desarrollan una 
estructura matemática capaz de describir espacios vectoriales. 
El uso del algebra matricial nace en el siglo XIX con Arthur Cayley (1821-1895) y su 
teoría de las matrices mostrando como su representación y diferentes operaciones 
pueden transformar sistemas de diferentes dimensiones a partir de propiedades 
aritméticas, tal esquema permite ver el potencial del uso de la teoría para poder 
generalizar una transformación lineal, esto se convirtió para Cayley en un buen 
fundamento para su geometría analítica. 
La introducción de la palabra matriz fue dada por James Joseph Sylvester (1814-
1897) un matemático inglés que propuso un arreglo rectangular de términos, mediante su 
trabajo como profesor realizó varios aportes al álgebra de matrices introduciendo 
términos como matriz, invariante, discriminante, etc..., en 1851 conoce a un abogado y 
aficionado a las matemáticas Arthur Cayley quien se dedicó a darle vida a la teoría de la 
matrices. (Luzardo, 2006), pp. 153-170) 
Los aportes dados en “Memoir on the theory of matrices” de 1858, Cayley muestra 
en su escrito las operaciones como la suma, la multiplicación, la inversa de una matriz, 
multiplicación por escalares, hasta la demostración a diferentes situaciones anteriores 
hechas en su momento mediante transformaciones lineales, mostrando el potencial de 
esta teoría dentro del álgebra lineal como nueva herramienta para las matemáticas 
analíticas y geométricas. 
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El mérito como fundador del álgebra matricial es para Cayley por sus aportes para 
consolidar la teoría mediante las diferentes operaciones, aunque haciendo el análisis 
histórico la cultura china ya había construido la idea de matrices con los cuadrados 
mágicos e inclusive existen trabajos de Euler, LaGrange y Gauss que poseen ideas 
similares sobre estas operaciones, la parte de demostrar la propiedad asociativa, las 
potencias de una matriz y las matrices simétricas y anti simétricas es una labor que se le 
atribuye a este gran matemático. (Luzardo, 2006), pp. 153-170) 
 
El matemático francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) contribuyó a la teoría de 
matrices con trabajos como la diagonalización de una matriz para transformar una forma 
cuadrática en una suma de cuadrados, además construye la idea de matrices similares 
las cuales deben tener la misma ecuación característica trabajo que ya había realizado 
Hamilton y que hoy conocemos como el Teorema de Cayley-Hamilton, además logra 
probar que una matriz real simétrica se puede diagonalizar. 
 
En el año 1878 se hace una contribución importante por parte de Ferdinand Georg 
Frobenius (1849-1917) en su obra “Sobre sustituciones lineales y formas bilineales” en la 
cual aporta ideas sobre matrices canónicas como una clase de equivalencia entre 
matrices, además generaliza el teorema de Cayley-Hamilton para matrices “n x n” 
atribuyendo el trabajo a Cayley, y como parte esencial apoya el desarrollo de la noción 
de transformación lineal trabajada por todos los matemáticos del siglo, además fue él 
quien construye la noción del rango de una matriz, la equivalencia y congruencia entre 
matrices y la idea de matrices ortogonales. 
El uso del álgebra lineal en la mecánica rotacional se ve reflejado en el trabajo de 
Leonhard Paul Euler (1707-1783) mediante su aporte a la física con la representación de 
la velocidad y la aceleración en forma vectorial, esta idea permite describir la mecánica 
del sólido rígido mediante una trasformación lineal a partir de tres ángulos en el espacio 
euclidiano, y formuló su teorema del movimiento “Rotando una esfera de forma arbitraria 
alrededor de su centro, siempre es posible encontrar un diámetro cuya posición tras la 
rotación es igual que la inicial”. (Euler, 1776)  
Dado que las diferentes variables cinemáticas y dinámicas de la física son 
representadas por vectores, noción que se puede describir mediante el álgebra matricial, 
esta herramienta se utiliza en el siglo XIX para  describir la relación entre variables 
físicas, en la representación de marcos inerciales propios de la disciplina ya que permite 
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generalizar las transformaciones de un sistema a otro, y otro aplicado al uso de tensores 
expuestos como matrices. 
La necesidad de utilizar los sistemas inerciales en la mecánica de Newton del siglo 
XVII hacen posible pensar en poner un sistema de traslación y rotación en términos de 
un sistema fijo para que sus leyes sean válidas, tal descripción fue vista desde la 
percepción de Galileo (1638)  a partir de sus transformaciones mostradas mediante  
ecuaciones lineales, por lo tanto la descripción del movimiento de un cuerpo rígido era 
posible desde la mecánica clásica.  
1.2 Contexto Conceptual 
1.2.1 Matrices 
De acuerdo a la definición que nos da James Joseph Sylvester en 1850, una matriz 
es “Oblong arrangement of terms" que traducido sería un arreglo rectangular de términos 
el cual posee columnas y filas, y que está organizado con los coeficientes  o con las 
componentes en el caso de un vector, se utiliza una numeración para reconocer cada 
espacio a partir de unos subíndices que indican la posición de cada término, el orden de 
estos empieza por la fila y luego la columna, por ejemplo la matriz 𝑨 = 𝒂𝒊,𝒋 contiene los 
coeficientes "𝒂" y el subíndice “i” representa la fila y “j” la columna, Ver figura 1-4. 
Figura 1- 4 Arreglo rectangular de términos 
 
En particular un vector se puede representar como una matriz que posee una sola 
columna, donde cada fila corresponde a las componentes del vector, geométricamente 
se vería representado en su respectivo espacio vectorial, por ejemplo una vector en R3 
puede ser visto en un sistema de 3 dimensiones, Ver Figura 1-5. 
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Figura 1- 5 Vector, representación matricial y geométrica 
 
Con respecto a las operaciones algebraicas entre matrices se puede definir cada 
operación de la siguiente manera: 
Suma: Al sumar dos o más matrices se obtiene una matriz cuyos elementos son 
respectivamente la suma de los elementos de cada matriz, es importante que las 
matrices contengan las mismas filas y columnas, la suma se puede representar mediante 
la ecuación 1-1. 
𝑨 + 𝑩 = 𝒂𝒊,𝒋 + 𝒃𝒊,𝒋 = 𝒄𝒊𝒋 = 𝑪                      1-1 
  Geométricamente se puede mostrar la suma utilizando dos matrices columna en 
un espacio de R2, Ver figura 1-6  
Figura 1- 6 Suma de Matrices geométricamente 
 
Multiplicación: Esta operación mantiene ciertas reglas importantes que hacen 
parte del álgebra de matrices, para enlazar dos matrices el número de columnas de la 
primera debe ser igual al número de filas de la segunda, por lo tanto si se tiene una 
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matriz 𝑨 = 𝒂𝒊,𝒋 se puede multiplicar con una matriz 𝑩 = 𝒃𝒋,𝒌, los elementos de la matriz 
resultante 𝑪 = 𝒄𝒊,𝒌 se obtienen utilizando la ecuación  1-2 
𝒄𝒊,𝒌 = 𝒂𝒊,𝟏𝒃𝟏,𝒌 + 𝒂𝒊,𝟐𝒃𝟐,𝒌+ .… .+𝒂𝒊,𝒋𝒃𝒋,𝒌 = ∑ 𝒂𝒊,𝒋𝒃𝒋,𝒌
𝒋
𝒊=𝟏          1-2 
Por lo tanto cada elemento 𝑐𝑖,𝑘 se obtiene al sumar las productos que salen de 
multiplicar los coeficiente de la fila ”𝑖" de la matriz A con los coeficientes de la columna 𝑘 
de la matriz B, en forma gráfica se puede representar mediante un esquema lógico. Ver 
figura 1-7 
Figura 1- 7 Diagrama de Multiplicación de Matrices                 
(Tomado de https://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Matrix_multiplication_diagram.svg) 
 
Un ejemplo con matrices 3x3 se expone a continuación: 
 
 De acuerdo a las propiedades descritas en la ecuación 1-4, no existe 
conmutabilidad en la multiplicación por lo tanto 𝑨𝑩 ≠ 𝑩𝑨(Se deja al lector que pruebe 
esta propiedad), propiedad de las matrices que se aplica en un espacio vectorial. 
Matriz identidad: Se define dentro del grupo de matrices bajo la operación de la 
multiplicación como el elemento neutro (𝑰), cuyo arreglo rectangular es cuadrado y los 
elementos de la diagonal principal son 1, se cumple que  al multiplicar la matriz identidad 
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)        ,            𝑰 ∗ 𝑨 = 𝑨 ∗ 𝑰 = 𝑨               1-3 
Matriz inversa: Es el elemento inverso de las matrices 𝑨−𝟏 en el cual al realizar la 
multiplicación con la matriz 𝐴 se encuentra la matriz identidad, Ver ecuación 1-4 
𝑨−𝟏 ∗ 𝑨 = 𝑨 ∗ 𝑨−𝟏 = 𝑰    1-4 
Como ejemplo se toma una matriz 2x2 y su respectiva inversa: 
Siendo 𝑨 = (
𝟏 𝟐
𝟑 𝟓




𝑨−𝟏 ∗ 𝑨 = (
−𝟓 + 𝟔 −𝟏𝟎 + 𝟏𝟎





𝑨 ∗ 𝑨−𝟏 = (
−𝟓 + 𝟔 𝟐 − 𝟐





Matriz traspuesta: Es la matriz que se obtiene de cambiar las filas por las 
columnas, por lo tanto si se tiene una matriz 𝑨 = 𝒂𝒊,𝒋, su traspuesta sería: Ver ecuación   
1-5 , para el caso de una matriz cuadrada la diagonal principal queda igual y solo se 
intercambian los elementos que están debajo por los que están arriba. 
𝑨𝒕 = 𝑩 = 𝒃𝒋,𝒊       1-5 
Como ejemplo se tiene:  
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1.2.2 Transformación lineal 
Se denomina una transformación lineal (T)  cuando un vector de un espacio 
vectorial es convertido en otro vector del mismo espacio es decir 𝑻(𝒗) → 𝒘, siendo v y w 
vectores del mismo espacio vectorial que poseen las propiedades de suma y 
multiplicación no conmutativa, y para lo cual se debe de cumplir los siguientes dos 
teoremas: 
Teorema 1: Al transformar la suma de dos vectores (𝑣1 𝑦 𝑣2) asociados a un 
espacio vectorial debe ser igual a la suma de la transformación de cada uno de los 
vectores (Ver ecuación 1-6): 
𝑻(𝒗𝟏 + 𝒗𝟐) = 𝑻(𝒗𝟏) + 𝑻(𝒗𝟐)                    1-6 
Esto puede ser mostrado geométricamente (Ver figura 1-8) utilizando un espacio 
R2 con vectores transformados a partir de su rotación y utilizando la regla del 
paralelogramo para suma de vectores. 




Teorema 2: La transformación de un escalar (𝛼) por un vector (𝑣1) es igual al 
producto del escalar por la transformación del vector. Hay que notar que dentro de esta 
operación se denota la dilatación en el caso de que |𝛼| < 1  , la contracción si |𝛼| > 1   y 
el cambio de sentido sí 𝛼 < 0. (Ver ecuación 1-7) 
𝑻(𝜶 ∗ 𝒗𝟏) = 𝜶 ∗ 𝑻(𝒗𝟏)                1-7 
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Al igual que el teorema 1, este teorema puede ser mostrado usando un espacio R2. Ver 
figura 1-9  
Figura 1- 9 Operación 2 Escalar por un Vector en R2 
 
Dado que es posible realizar las transformaciones lineales dentro de un espacio 
vectorial y que se rige bajo ciertas normas, es preciso aclarar que hay ciertas 
propiedades que no se cumplen por ejemplo la no conmutabilidad de la composición 
entre transformaciones lineales en la cual interviene el orden de la transformación y cuyo 
resultado cambia, por otro lado se asume que la transformación lineal debe ser 
homogénea ya que mantiene una relación directa entre cada uno de los elementos del 
espacio vectorial. 
1.2.3 Relación entre Transformación lineal y Matriz 
Los vectores base de nuestro espacio son ?̂?1, ?̂?2 𝑦  ?̂?3, por lo tanto un vector arbitrario 
𝑣 ̂ se puede escribir como, (Ver ecuación 1-8). 




)                 1-8 
Sea 𝑻 una transformación lineal, veamos como transforma a los vectores base, (Ver 
ecuaciones 1-9, 1-10 y 1-11). 
𝑇(?̂?𝟏) = ?⃗? 𝟏 = ?̂?𝟏𝑻𝟏 𝟏 + ?̂?𝟐𝑻𝟐 𝟏 + ?̂?𝟑𝑻𝟑 𝟏          1-9 
𝑇(?̂?𝟐) = ?⃗? 𝟐 = ?̂?𝟏𝑻𝟏 𝟐 + ?̂?𝟐𝑻𝟐 𝟐 + ?̂?𝟑𝑻𝟑 𝟐             1-10 
𝑇(?̂?𝟑) = ?⃗? 𝟑 = ?̂?𝟏𝑻𝟏 𝟑 + ?̂?𝟐𝑻𝟐 𝟑 + ?̂?𝟑𝑻𝟑 𝟑          1-11 
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Se ha usado el hecho de que ?̂?𝟏 , ?̂?𝟐 𝒚 ?̂?𝟑 son combinaciones lineales de los vectores 
base ?̂?1, ?̂?2 𝑦  ?̂?3 donde 𝑻𝒊 𝒋 denota coeficientes de estas combinaciones lineales. 
Ahora veamos como transforma 𝑻 al vector arbitrario 𝒗 ̂, (Ver ecuación 1-12) 
𝑇(?⃗? ) = 𝑇(𝜶𝟏?̂?𝟏 + 𝜶𝟐?̂?𝟐 + 𝜶𝟑?̂?𝟑) =  𝜶𝟏𝑇(?̂?𝟏) + 𝜶𝟐𝑇(?̂?𝟐) + 𝜶𝟑𝑇(?̂?𝟑)  1-12 
Al sustituir las ecuaciones 1-9, 1-10 y 1-11 en la ecuación 1-12 quedaría: 
𝑇(?⃗⃗? ) =  𝜶𝟏(?̂?𝟏𝑻𝟏 𝟏 + ?̂?𝟐𝑻𝟐 𝟏 + ?̂?𝟑𝑻𝟑 𝟏) + 𝜶𝟐(?̂?𝟏𝑻𝟏 𝟐 + ?̂?𝟐𝑻𝟐 𝟐 + ?̂?𝟑𝑻𝟑 𝟐) + 𝜶𝟑(?̂?𝟏𝑻𝟏 𝟑 + ?̂?𝟐𝑻𝟐 𝟑 + ?̂?𝟑𝑻𝟑 𝟑)  
Luego de la sustitución se factoriza los vectores base quedando así: 
𝑇(?⃗⃗? ) = (𝑻𝟏 𝟏𝜶𝟏 + 𝑻𝟏 𝟐𝜶𝟐 + 𝑻𝟏 𝟑𝜶𝟑)?̂?𝟏 + (𝑻𝟐 𝟏𝜶𝟏 + 𝑻𝟐 𝟐𝜶𝟐 + 𝑻𝟐 𝟑𝜶𝟑)?̂?𝟐 + (𝑻𝟑 𝟏𝜶𝟏 + 𝑻𝟑 𝟐𝜶𝟐 + 𝑻𝟑 𝟑𝜶𝟑)?̂?𝟑 
El vector 𝑇(𝑣 ̂) puede ser representado como  vector columna, Ver ecuación 1-13 
𝑇(?⃗? ) ≡ (
𝑻𝟏 𝟏𝜶𝟏 + 𝑻𝟏 𝟐𝜶𝟐 + 𝑻𝟏 𝟑𝜶𝟑
𝑻𝟐 𝟏𝜶𝟏 + 𝑻𝟐 𝟐𝜶𝟐 + 𝑻𝟐 𝟑𝜶𝟑
𝑻𝟑 𝟏𝜶𝟏 + 𝑻𝟑 𝟐𝜶𝟐 + 𝑻𝟑 𝟑𝜶𝟑
) ≡ (
𝑻𝟏 𝟏 𝑻𝟏 𝟐 𝑻𝟏 𝟑
𝑻𝟐 𝟏 𝑻𝟐 𝟐 𝑻𝟐 𝟑





)       1-13 
En la ecuación 1-13 se define el algoritmo de la multiplicación de una matriz que 
representa a 𝑻 y un vector columna que representa a  ?⃗?  , por lo tanto la transformación 
lineal puede ser: 
𝑇(?⃗? ) = 𝑴?⃗?   Siendo 
𝑴 ≡ (
𝑻𝟏 𝟏 𝑻𝟏 𝟐 𝑻𝟏 𝟑
𝑻𝟐 𝟏 𝑻𝟐 𝟐 𝑻𝟐 𝟑
𝑻𝟑 𝟏 𝑻𝟑 𝟐 𝑻𝟑 𝟑




)    
1.2.4 Matrices de Rotación 
Existen matrices ortogonales las cuales dentro de una transformación lineal 
homogénea juegan un papel importante, al momento de enlazarlas con un vector hacen 
que el módulo del vector no cambie, esto visto desde la física en sistemas inerciales se 
convierte en la mejor herramienta para el estudio de las diferentes magnitudes 
cinemáticas y dinámicas de la mecánica rotacional. 
 La transformación de un vector a otro se puede expresar en forma matricial 
utilizando el producto entre una matriz 𝑨 = 𝒂𝒊,𝒋  y un vector 𝒓 = 𝒙𝒊𝒖𝒊 , Ver ecuación 1-14, 
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donde los nuevos coeficientes de cada componente del vector 𝑟′ pertenecen al mismo 
espacio vectorial y el módulo de este no ha cambiado, Ver ecuación 1-15. 
𝒙𝒊
′ = 𝒂𝒊,𝒋 ∗ 𝒙𝒋       1-14 
𝒙𝒊
′ ∗ 𝒙𝒊
′ = 𝒙𝒊 ∗ 𝒙𝒊       1-15 
Al relacionar la ecuación 1-14 en la ecuación 1-15 se puede mostrar la condición 
de ortogonalidad realizando el siguiente proceso: 
(𝒂𝒊,𝒋 ∗ 𝒙𝒋) ∗ (𝒂𝒊,𝒌 ∗ 𝒙𝒌) = 𝒙𝒊 ∗ 𝒙𝒊 
(𝒂𝒊,𝒋𝒂𝒊,𝒌) ∗ 𝒙𝒋𝒙𝒌 = 𝜹𝒋,𝒌𝒙𝒋 ∗ 𝒙𝒌 
Por lo tanto: 
𝒂𝒊,𝒋𝒂𝒊,𝒌 = 𝜹𝒋,𝒌 
𝒂𝒕𝒋,𝒊𝒂𝒊,𝒌 = 𝜹𝒋,𝒌 
[𝒂𝒕𝒂]𝒋,𝒌 = 𝜹𝒋,𝒌 
De acuerdo a esto la ecuación 1-15 se le conoce como transformación ortogonal o 
condición de ortogonalidad ya que la matriz 𝑨 posee la característica de que su inversa 
es igual a la traspuesta y por lo tanto el producto entre 𝑨 y 𝑨𝒕  es la matriz identidad, Ver 
ecuación    1-16 
𝑨−𝟏 = 𝑨𝒕  𝒑𝒐𝒓 𝒍𝒐 𝒕𝒂𝒏𝒕𝒐 𝑨𝒕𝑨 = 𝑨𝑨𝒕 = 𝑰         1-16 
Las matrices de rotación son matrices ortogonales que al momento de aplicarla a 
un vector este transforma sus nuevas coordenadas sin cambiar el módulo, utilizando el 
ángulo de referencia en un sistema de dos dimensiones se expresa la matriz en términos 
de él, para determinar los elementos se puede utilizar la geometría a partir de la rotación 
de un vector, y dado que la rotación de un cuerpo se realiza en un plano a partir del eje 
de rotación, se formaliza la matriz en R2 y se abstrae para R3 de acuerdo al giro que se 
vaya a realizar. Ver figura 1-10 
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Para la figura 1-10 se observa como en el sistema de coordenadas 𝑥𝑦  se realizó 
una rotación a partir del eje central en un ángulo 𝜽, generando un nuevo sistema de 
coordenadas 𝒙′𝒚′, por lo tanto el vector 𝒓 posee dos componentes en cada uno de los 
sistemas. Para el sistema 𝒙𝒚 las componentes son tomadas a partir del ángulo 𝜷 
utilizando las relaciones trigonométricas para un triángulo rectángulo, Ver ecuaciones    
1-17 y 1-18. 
𝒙 = 𝒓 𝐜𝐨𝐬𝜷                          1-17 
𝒚 = 𝒓 𝐬𝐢𝐧𝜷                         1-18 
Para el sistema 𝒙′𝒚′, las componentes del vector 𝑟 son a partir de la diferencia 
entre los ángulos 𝛽 𝑦 𝜃. Ver ecuaciones 1-19 y 1-20 
𝒙′ = 𝒓 𝐜𝐨𝐬(𝜷 − 𝜽)                                1-19 
𝒚′ = 𝒓 𝐬𝐢𝐧(𝜷 − 𝜽)                                1-20 
Utilizando la expresión para diferencia de ángulos, Ver ecuación 1-21 y 1-22, las 
ecuaciones 1-17 y 1-18 pueden ser escritas en términos de cada ángulo, Ver ecuaciones 
1-23 y 1-24. 
28 Capítulo 1 
 
𝐜𝐨𝐬(𝜷 − 𝜽) = 𝐜𝐨𝐬𝜷𝐜𝐨𝐬𝜽 + 𝐬𝐢𝐧𝜷 𝐬𝐢𝐧𝜽        1-21 
𝐬𝐢𝐧(𝜷 − 𝜽) = 𝐬𝐢𝐧𝜷𝐜𝐨𝐬𝜽 − 𝐜𝐨𝐬𝜷 𝐬𝐢𝐧𝜽        1-22 
𝒙′ = 𝒓 𝐜𝐨𝐬𝜷𝐜𝐨𝐬𝜽 + 𝒓 𝐬𝐢𝐧𝜷 𝐬𝐢𝐧𝜽                 1-23 
𝒚′ = 𝒓𝐬𝐢𝐧𝜷𝐜𝐨𝐬𝜽 − 𝒓 𝐜𝐨𝐬𝜷 𝐬𝐢𝐧𝜽                 1-24 
Las ecuaciones 1-23 y 1-24 pueden combinarse con las ecuaciones 1-17 y 1-18 
de tal forma que las coordenadas del sistema 𝒙′𝒚′ pueden ser descritas a partir del 
sistema original 𝒙𝒚 y el ángulo de rotación. Ver ecuaciones 1-25 y 1-26. 
𝒙′ = 𝒙 𝐜𝐨𝐬𝜽 + 𝒚𝐬𝐢𝐧𝜽                               1-25 
𝒚′ = 𝒚𝐜𝐨𝐬𝜽 − 𝒙 𝐬𝐢𝐧𝜽 =  −𝒙 𝐬𝐢𝐧𝜽 +  𝒚 𝐜𝐨𝐬𝜽                 1-26 
 
Las transformaciones lineales descritas en las ecuaciones 1-25 y 1-26 pueden ser 
expresadas mediante la multiplicación de la matriz rotación y una matriz columna, 









𝒚)                  1-27 
En la ecuación 1-19 se puede observar la relación con la ecuación 1-6 donde se 
realiza una transformación ortogonal, en este caso es el mismo vector 𝒓′𝑦 𝒓 visto desde 
dos sistemas con origen común, Ver ecuación 1-28 
𝒓′ = 𝑨 ∗ 𝒓                                  1-28 
Dado que la rotación es a partir de un eje, para la figura 1-10 este punto de 
rotación estaría en el eje z, visto en tres dimensiones se observa como la coordenadas 
𝒛′𝑦 𝒛 son iguales, Ver figura 1-11. 
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Figura 1- 11 Rotación en 3D, en el eje z 
 
 
De acuerdo a la figura 1-11 la rotación en tres dimensiones se realiza siempre 
dejando un eje fijo, por lo tanto la matriz de rotación expresada en un sistema 
𝒙𝒚𝒛 mantiene su forma dejando una componente igual usando el valor de 1 en su 















)        1-31 
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1.2.5 Ángulos de Euler 
Para transformar un sistema R3 𝒙𝒚𝒛 a otro sistema 𝒙′𝒚′𝒛′ existen múltiples 
rotaciones las cuales en algún momento son dependientes una de la otra, en el caso de 
los ángulos de Euler son rotaciones independientes las cuales pueden ser generadas 
mediante una transformación lineal. 
Los ángulos de Euler son movimientos precisos e independientes que permiten 
describir los pasos para poder llegar de un sistema a otro en tres dimensiones, su 
descripción se puede realizar a partir de dos sistemas con origen común, Ver figura 1-12 
en el cual se usan tres transformaciones para llegar de un punto 𝒙𝒚𝒛 a 𝒙′𝒚′𝒛′. 
Para iniciar, los planos generados por 𝒙𝒚 y 𝒙′𝒚′ se cruzan por lo tanto el primer 
paso es llevar el eje 𝒙 a la línea de intersección o línea nodal para que quede en el plano 
𝒙′𝒚′  , esta rotación con un ángulo 𝜽 se realiza a partir del eje 𝒛, ver figura 1-13. 
Al alinear los planos a partir de la línea nodal se realiza una segunda rotación 
mediante un ángulo 𝝋 usando el eje 𝒙 para llevar el eje 𝑦 al plano 𝒙′𝒚′ y así poder 
coplanar estos dos planos, ver figura 1-14, al estar en el mismo plano se realiza la última 
rotación un ángulo 𝜶 usando el eje 𝒛′ para llegar a la orientación final. Ver figura 1-15 
 
Figura 1- 12 Rotación sistema xyz a x’y’z’ 
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Figura 1- 14 Rotación eje x un ángulo 𝛗 
 








Al realizar estas tres rotaciones el sistema 𝒙𝒚𝒛 queda transformado a 𝒙′𝒚′𝒛′, los 
ángulos de Euler permiten ver la ruta para tal transformación, de acuerdo a estas 
rotaciones el orden de los operadores matriciales van a partir de cada eje de rotación, en 
la figura 1-13 la primera rotación es a partir del eje 𝒛 por lo tanto se aplica el operador 
𝑹𝒛
(𝟏)
de la ecuación 1-29, en la segunda rotación de la figura 1-14 se usa el eje 𝒙 donde 
se aplica el operador 𝑹𝒙
(𝟐)
 de la ecuación 1-31 y por último se vuelve a rotar pero en el eje 
𝒛′ en el cual se aplica el operador 𝑹𝒛
(𝟑)
 . 
Su expresión matricial se relaciona mediante la multiplicación de tres matrices a 
un vector 𝑟 que contiene las componentes del sistema xyz, ver ecuación 1-32 y ecuación 
1-25, que al momento de aplicar la regla de multiplicación se genera la matriz de rotación 







∗ 𝒓               1-32 
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De acuerdo a las figuras 1-13, 1-14 y 1-15, los intervalos de rotación para cada 
ángulo de Euler se relacionan con el rango de giro para cada caso, ver ecuación 1-35. En 
esta trasformación lineal la matriz general es una matriz ortogonal, la cual cumple con los 
criterios expuestos en la ecuación 1-16. 
𝟎 ≤ 𝜽 < 𝟐𝝅, 𝟎 ≤ 𝝋 ≤ 𝝅, 𝟎 ≤ 𝜶 < 𝟐𝝅  1-35 
1.2.6 Transformación Activa y Pasiva 
Las transformaciones realizadas hasta el momento en las cuales usamos un sistema 
coordenado  𝑥1𝑥2𝑥3 y un sistema primado 𝑥1
′𝑥2
′𝑥3
′  con origen común el cual nace a partir 
de una rotación, los cuales poseen un conjunto de vectores ortonormal que al aplicarle la 
matriz de rotación al vector ?⃗?  este es transformado de un sistema no primado al primado, 
de tal forma que el vector no se ha movido y por lo tanto sus coordenadas son descritas 
en un nuevo sistema coordenado, como ejemplo puede observarse la figura 1-10, a esta 
transformación se le denomina Pasiva puesto que el vector cambia de base y se deja el 
vector inalterado. 
Ahora en la mecánica rotacional se puede ver que el cuerpo rígido es el que gira por lo 
tanto el sistema de coordenadas queda inmóvil esta consideración lleva a que el 
operador de rotación que actúa sobre el vector ?⃗?  produce un nuevo vector ?⃗? ′ con 
componentes del mismo sistema coordenado, a esta transformación se le denomina 
Activa y su descripción utiliza el mismo andamiaje matemático, se aclara que el sentido 
geométrico de ambas transformaciones si es diferente puesto que en el caso de una 
transformación en 2D la magnitud del ángulo es igual pero su sentido en diferente. 
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1.2.7 Mecánica Rotacional 
Dentro de la asignatura de mecánica analítica se estudia la cinemática y dinámica 
de un cuerpo rígido como un sistema ideal compuesto por partículas que mantienen una 
distancia entre ellas constante, el cual no se modifica por fuerzas externas e internas que 
actúen en el sistema, a partir de este principio ideal se inicia el análisis de sus variables 
cinemáticas para estudiar su movimiento tanto de traslación como de rotación. 
Este movimiento es descrito mediantes matrices ortogonales usando un sistema 
de referencia inercial S que está fijo y dos sistemas de referencia que se encuentran en 
el sólido, el sistema So es paralelo a S y muestra la traslación y el sistema S’ es fijo con 
la rotación del sólido, Ver figura 1-16 
Figura 1- 16 Cuerpo Rígido en un sistema inercial 
(Tomada de Mecánica Analítica: Notas de Clase, Rodolfo Alexander Díaz Sánchez, Universidad 




De acuerdo a esto se utiliza las matrices ortogonales para poder describir el 
movimiento a partir de la relación entre un sistema y otro, la matriz de trasformación para 
describir la cinemática del cuerpo rígido se basa en propiedades matriciales propias de 
un sistema tridimensional descrito a partir de los grados de libertad que posee el cuerpo. 
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1.3 Contexto Pedagógico 
Cuando se habla de un recurso didáctico este debe verse como aquella 
herramienta que posea un fin determinado, esta propuesta de grado se enmarca en la 
teoría constructivista planteada por David Ausubel que plantea el llamado Aprendizaje 
Significativo el cual relaciona los nuevos conceptos a trabajar con las ideas previas que 
tienen los estudiantes. 
La enseñanza de un tema en particular debe ser realista y viable para su 
comprensión, por lo tanto para fomentar tal aprendizaje significativo el recurso didáctico 
debe ser integrador, propio de la relación entre el álgebra matricial y la geometría, debe 
tener una excelente contextualización desde su diagramación hasta la simulación que se 
desee plantear utilizando ideas propias de los estudiantes para construir los conceptos 
relacionados. 
Dar sentido a las estructuras matriciales y su función como transformaciones de 
un sistema en traslación o rotación implica pensar en que el estudiante posee diferentes 
inteligencias  acordes para que relacione tal concepto, 
“No existe una inteligencia  general, sino una suma de aspectos múltiples que se 
pueden modificar o potenciar mediante los estímulos adecuados. Estos estímulos, 
aplicados en momentos  claves del desarrollo humano, pueden aumentar las 
diferentes inteligencias de manera independiente y, al mismo tiempo, 
concatenada.” (Gardner, 1996) 
El recurso didáctico busca potencializar esas inteligencias que posee cada 
estudiante frente a la abstracción del álgebra matricial y su aplicación es el estudio de la 
mecánica rotacional. 
 
1.3.1  La Simulación como Aprendizaje Significativo 
El aprendizaje ha sido la preocupación de muchos psicólogos, docentes y 
analistas sociales los cuales han realizado diferentes trabajos de investigación que han 
tenido como fruto diferentes corrientes pedagógicas que se especializan en explicar y dar 
solución a dicho fenómeno social como es la educación. La creación de la simulación se 
enfoca en la escuela constructivista gracias a que en esta se destacan aspectos 
36 Capítulo 1 
 
importantes como son el objeto de estudio en relación con el sujeto cognoscente 
apuntando a la construcción del Aprendizaje Significativo. (Martinez, 2007)  
 
Los factores que apuntan a relacionar lo aprendido con su cotidianidad están ligados 
bajo ciertos criterios, estos son expuestos como pautas a seguir en el momento de 
diseñar un software los cuales son descritos por (Begoña, enero 1997) y  resumidos en 
los siguientes ítems: 
 Mantener ligados los diferentes procesos que hacen parte del aprendizaje. 
 Las actividades deben apuntar a situaciones reales para crear una transmisión 
efectiva la cual vaya integrando lo aprendido con el mundo real, por lo tanto estas 
actividades deben ser contextualizadas para generar el aprendizaje deseado.  
 La construcción del conocimiento nace a partir de la experiencia donde la 
enseñanza apunte hacia un camino activo y continuo que de significado al 
aprendizaje generado en el estudiante. 
  La interacción con los diferentes escenarios en el proceso de enseñanza 
permiten la autoevaluación y reflexión por parte del estudiante, donde el error 
actúa como aspecto positivo hacia el aprendizaje. 
 Deben existir aspectos de carácter motivacional que generen aprendizajes 
significativos en el proceso de enseñanza. 
 El uso de los conocimientos previos de cada estudiante ganados por las 
diferentes experiencias permite potencializar cada uno de los aspectos relevantes 
para lograr un aprendizaje significativo.  
 
Iniciar en los estudios del álgebra matricial se constituye en un proceso que 
contribuye a generar ciertos aprendizajes, el diseño y uso de un software en el aula debe 
ir acompañado de factores didácticos con una planificación que aborde todas las 
estrategias para que el aprendizaje sea significativo (Gagné, 1987) al momento de crear 
el recurso didáctico este debe cumplir con los siguientes parámetros: 
Los contenidos de la enseñanza: La simulación debe tener en cuenta las diferentes 
estrategias de planificación, que además de poseer el concepto y los diferentes 
procedimientos, contenga un control de los diferentes aprendizajes propios del 
conocimiento. 
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Los métodos y estrategias de enseñanza: El diseño de la herramienta debe 
articular los conceptos de una manera real utilizando el contexto y así adquirir el 
conocimiento apropiado. 
La secuencia de los contenidos: La simulación debe tener en cuenta los 
significados de una forma jerárquica en el cual se observe de una forma progresiva los 
conceptos más generales hasta llegar a los más detallados y complejos. 
La organización social: Dentro de las relaciones que existen de cooperación y 
colaboración entre los estudiantes es importante observar los momentos en los cuales se 
aprovecha la interacción de un modo constructivista.  
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2. DISEÑO Y CONSTRUCCIÓN DE LA 
SIMULACIÓN 
2.1 Población de estudio 
El trabajo de campo se enfatizó con los estudiantes de grado 9 del Colegio El 
Porvenir Sede B Jornada Tarde, ubicado en Bogotá (Colombia) en la localidad de Bosa, 
en el barrio El Recuerdo, es una institución del sector oficial y cuenta con 950 estudiantes 
de estrato socio-económico entre 1 y 2, su P.E.I es “Diálogo de saberes para el 
desarrollo de talentos con proyección de comunidad”,   se trabajó en la asignatura de 
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2.2 Prueba Diagnóstico  
Se aplicó la prueba diagnóstico a los 35 estudiantes para poder indagar los 
primeros conceptos de rotación, traslación, eje de rotación, importancia de la geometría 
en la rotación, isomorfismo en la rotación, matriz de rotación y aplicación del estudio de 
rotaciones y traslaciones. Ver anexo A 
El objetivo de la prueba era “Analizar las ideas previas que poseen los estudiantes 
sobre la traslación y rotación de cuerpos sólidos en dos y tres dimensiones y así poder 
identificar las dificultades algebraicas y geométricas que nos permitan construir una 
simulación adecuada”. 
2.2.1  Resultados de la Prueba Diagnóstica 
La prueba diagnóstica está compuesta por 12 preguntas abiertas orientadas a 
observar las ideas y así poder detectar los contenidos a tratar dentro de la simulación, las 
respuestas se catalogaron como correctas e incorrectas de acuerdo a las definiciones 
dadas por ellos cuyo resultado se ilustra en la Gráfica 1. 
Gráfica 1 Resultados de la Prueba Diagnóstica 
 
De acuerdo al objetivo de la prueba y a las respuestas de cada pregunta se pudo 
consolidar las ideas en forma general para cada una de ellas así: 
 En la pregunta 1, el concepto de rotación lo encaminan en un cambio de estado 
inicial, el cuerpo se traslada de un lado a otro, gira a partir de un eje y cambia de 
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Figura 2- 1 Ejemplos de respuesta, Pregunta 1 
 
 En la pregunta 2, la importancia del sistema de coordenadas los estudiantes lo 
describen como una ubicación, como un punto de referencia para el movimiento, 
este indica hacia dónde va la rotación y permite ubicar puntos distintos, el ejemplo 
de sus respuestas se ilustran en la Figura 2-2. 
Figura 2- 2 Ejemplos de respuesta, Pregunta 2 
 
 En la pregunta 3, en la influencia del eje de rotación en el movimiento, indican que 
este debe estar en el centro de la figura, que determina como va a girar, que 
existe diferentes formas para rotar, que es un punto estático e indica la forma que 
tomara el cuerpo, debe existir para que se sostenga y no se caiga, si no existe no 
podrá trasladarse y por lo tanto no se puede ubicar ni girar, el ejemplo de sus 
respuestas se ilustran en la Figura 2-3. 
Figura 2- 3 Ejemplos de respuesta, Pregunta 3 
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 En la pregunta 4, el papel de la geometría en la rotación para los estudiantes es 
que permite entender mejor la rotación, con ella se encuentra más fácil la 
rotación, que sin la geometría no existiría rotación, que permite calcular y medir, 
la rotación debe tener una figura geométrica, y hay una relación del álgebra con la 
geometría, el ejemplo de sus respuestas se ilustran en la Figura 2-4. 
 
Figura 2- 4 Ejemplos de respuesta, Pregunta 4 
 
 En la pregunta 5, donde ellos debían dibujar una rotación en 2D y 3D, se observa 
que la rotación en dos dimensiones se les facilita, aunque se restringen a figuras 
que estaban en la encuesta, en otros casos dibujaban figura en 2 y 3 dimensiones 
sin mostrar la rotación, algunos utilizan sistemas de coordenadas y ponen 
coordenadas específicas. el ejemplo de sus respuestas se ilustran en la       
Figura 2-5. 
Figura 2- 5 Ejemplos de respuesta, Pregunta 5 
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 En la pregunta 6, con respecto a los cambio que tuvo la casa, los estudiantes 
escribieron que se movió, que rotó un cierto ángulo, que se trasladó y rotó y que 
el eje estuvo por fuera del cuerpo, el ejemplo de sus respuestas se ilustran en la 
Figura 2-6. 
Figura 2- 6 Ejemplos de respuesta, Pregunta 6 
 
 En la pregunta 7, la herramienta que usarían para obtener las nuevas 
coordenadas del triángulo rotado son el transportador y una regla, tener las 
coordenadas iniciales y la condición para rotarlo, y se harían proyecciones en el 
plano, el ejemplo de sus respuestas se ilustran en la Figura 2-7 
Figura 2- 7 Ejemplos de respuesta, Pregunta 7 
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 En la pregunta 8, en el concepto de matriz de rotación muy pocos estudiantes 
ponen una definición, ciertos casos particulares la describen como la que causa la 
rotación y hace girar una figura un cierto ángulo y que está compuesta por ciertas 
coordenadas, el ejemplo de sus respuestas se ilustran en la Figura 2-8. 
Figura 2- 8 Ejemplos de respuesta, Pregunta 8 
 
 En la pregunta 9, de acuerdo al movimiento de la figura en el plano los 
estudiantes escribieron que rotó y se trasladó, que cambió su eje de rotación, que 
mantuvo sus nuevas coordenadas, que solo rotó y que cambio su posición, el 
ejemplo de sus respuestas se ilustran en la Figura 2-9. 
Figura 2- 9 Ejemplos de respuesta, Pregunta 9 
 
 En la pregunta 10, donde se indagó si la forma de la figura cambia en la rotación, 
las respuestas se encaminaron en decir que si cambiaba y que dependía de la 
figura, que solo rota y no cambia, que solo se mueven los puntos sin cambiar la 
figura, que lo que cambia son sus coordenadas y que el movimiento hace parecer 
que la forma cambia, que el movimiento  no cambia la masa ni el volumen del 
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cuerpo, que su tamaño no cambia sino que cambia de dirección, el ejemplo de 
sus respuestas se ilustran en la Figura 2-10. 
Figura 2- 10 Ejemplos de respuesta, Pregunta 10 
 
 
 En la pregunta 11, la diferencia entre rotación y traslación sus respuestas son que 
en un caso el cuerpo gira sobre sí mismo en el mismo eje y la traslación que se 
mueve de un lado a otro, el ejemplo de sus respuestas se ilustran en la        
Figura 2-11 
Figura 2- 11 Ejemplos de respuesta, Pregunta 11 
 
 
 En la pregunta 12, la relación entre el sistema solar con respecto a las rotaciones 
y traslaciones los estudiantes responden que este mantiene una rotación y 
traslación continua, que el sol indica donde va a ser sol y que los planetas rotan 
alrededor del sol como las rotaciones geométricas, el ejemplo de sus respuestas 
se ilustran en la Figura 2-12. 
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Figura 2- 12 Ejemplos de respuesta, Pregunta 12 
 
Recopilando las respuestas de los estudiantes para observar las diferentes ideas que 
tienen se puede observar que el uso de la geometría como herramienta para describir las 
matrices de rotación obedece a los principios de pensamiento geométrico postulados por 
Van Hiele donde se describe los 5 niveles de desarrollo, estos niveles son expuestos en 
(Jaime, 1990)  
Nivel 1: La visualización de los objetos geométricos donde el estudiante se 
familiarice con las imágenes y las relacione con su entorno dándole un significado de 
acuerdo al contexto en que viva. 
Nivel 2: El análisis y conocimiento de las partes que componen las diferentes figuras 
junto con sus propiedades básicas son estructuradas a partir de la observación y 
manipulación de las mismas creando una base de términos que hacen parte del concepto 
a trabajar. 
Nivel 3: Se ordena y clasifica las diferentes propiedades geométricas donde los 
estudiantes puedan dar argumentos claros y lógicos que permitan dar fundamento a la 
hora de realizar diferentes actividades. 
Nivel 4: Existe un razonamiento deductivo en el cual se utilizan las definiciones, 
teoremas o axiomas para dar significado y entrelazar los conceptos generando un 
discurso continuo dentro del pensamiento geométrico. 
Nivel 5: El razonamiento deductivo se convierte en el principal lenguaje, el uso de 
sistemas matemáticos y algebraicos permiten relacionar los conceptos geométricos y 
crean una base abstracta que puede ser utilizada en diferentes contextos de acuerdo a 
las necesidades. 
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La relación entre las matrices de rotación y su visualización mediante la geometría 
compromete los diferentes niveles planteados en los postulados de Van Hiele, dentro de 
la encuesta se observa como cada estudiante posee ciertos niveles ya alcanzados por 
sus diferentes procesos en la escuela y la construcción de la simulación entraría como 
una herramienta a potencializar los diferentes niveles en busca de llegar a que el 100% 
de los estudiantes alcancen los niveles óptimos. 
2.3 Diseño de la Simulación 
De acuerdo al objetivo planteado en el cual se busca crear un recurso didáctico que 
relacione la geometría con el álgebra de matrices en la mecánica rotacional, el diseño y 
creación de esta herramienta se enfatiza en trabajar un pensamiento espacial definido 
por el Ministerio de Educación (1998) en los estándares de matemáticas: 
“El conjunto de los procesos cognitivos mediante los cuales se construyen y se 
manipulan las representaciones mentales de los objetos del espacio, las relaciones 
entre ellos, sus transformaciones, y sus diversas traducciones o representaciones 
materiales (...). Giros, rotaciones, traslaciones, estiramientos, acortamientos, 
movimientos en el eje coordenado, comparaciones de características en figuras 
similares, etc. Son aspectos que permiten desarrollar el pensamiento espacial y 
aplicar el conocimiento geométrico en diferentes contextos.” (Nacional., 1998) 
Además de trabajar lo espacial, la relación del álgebra matricial con la geometría se 
proyecta hacia un pensamiento variacional en el cual se busca que los estudiantes 
lleguen a estructurar el modelo algebraico con la representación visual, tal cual como se 
describe en los estándares del Ministerio de Educación (1998): 
“El pensamiento variacional tiene que ver con el reconocimiento, la percepción, la 
identificación y la caracterización de la variación y el cambio en diferentes 
contextos, así como con su descripción, modelación y representación en distintos 
sistemas o registros simbólicos, ya sean verbales, icónicos, gráficos o algebraicos.” 
(Nacional., 1998) 
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Por último la importancia de esta simulación dentro del contexto educativo es crear 
diferentes herramientas en el aula que ayudan en el proceso de enseñanza-aprendizaje 
usando la tecnología como se menciona en la revista ALTABLERO : 
 “Un programa multimedia interactivo puede convertirse en una poderosa 
herramienta pedagógica y didáctica que aproveche nuestra capacidad 
multisensorial. La combinación de textos gráficos, sonido, fotografía, animaciones 
y videos; permite transmitir el conocimiento de manera mucho más natural, vívida 
y dinámica, lo cual resulta crucial para el aprendizaje. Este tipo de recursos puede 
incitar a la transformación de los estudiantes, de participantes pasivos de 
información a participantes más activos de su proceso de aprendizaje. (Nacional, 
2012)  
2.4 Software de Diseño 
La simulación esta creada con el software Adobe Flash Professional cuyo nombre 
comercial pertenece a la casa Adobe empresa digital dedicada a la solución de marketing 
y a la creación de medios digitales, el inicio de esta empresa fue 1982 y desde entonces 
hace parte de múltiples aplicaciones web, procesadores de texto y de imágenes, trabaja 
bajo el código C++ dentro de un lenguaje de programación encriptado llamado 
ActionScript el cual es orientado a objetos y permite crear animaciones en tiempo real 
dentro de un escenario. 
 
El software Adobe Flash permite crear y manipular diferentes gráficos vectoriales 
a partir de líneas de tiempo llamados fotogramas o partir de manejo de código, esto hace 
que dentro de su escenario se construya diferente contenido interactivo con diferentes 
propósitos, bien sea de animación, producción o en el campo de la educación. 
 
 El icono del programa ilustrado en la figura 2-14 es reconocido dentro del contexto 
de las páginas web por su uso en diferentes animaciones dentro de su presentación, su 
ventana de trabajo ilustrada en la figura 2-13 esta subdividida para que el programador o 
diseñador utilice las diferentes herramientas de una manera ordenada generando 
facilidad para trabajar, adicionalmente posee una ventana de código ilustrada en la figura 
2-15 que permite programar cada objeto dentro de la línea de tiempo, para más 
información del programa el lector puede dirigirse a la página oficial 
http://www.adobe.com/la/products/flash.html y encontrar las diferentes ayudas. 
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Figura 2- 13 Ventana de trabajo 
 
Figura 2- 14 Icono                    
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2.5 LA SIMULACIÓN 
A partir del software Adobe Flash Professional se creó una aplicación que 
respondiera a los objetivos planteados y que utilizara las diferentes ideas recogidas en el 
diagnóstico para así aprovechar al máximo la herramienta, dentro de su diseño heurístico 
donde el estudiante tiene la opción de navegar libremente se busca que el entorno sea 
agradable y de fácil manipulación tal como lo menciona Galvis: 
 “En el caso del diseño del entorno de un software es vital despertar motivación 
intrínseca proponiendo ambientes o situaciones que sean interesantes, que 
despierten curiosidad, que inviten al usuario a indagar a través de la 
experimentación con la aplicación. Hay que mantener motivados a los usuarios 
para que el trabajo que se tenga con la aplicación sea efectivo y de provecho” 
(Galvis, 1994) 
La simulación cuenta con diferentes ventanas de acceso donde el estudiante 
puede interactuar y visualizar diferentes situaciones de acuerdo al propósito de cada 
ventana, las diferentes herramientas están pensadas para abordar ideas particulares que 
poco a poco se van enlazando a través de la navegación por todas las ventanas. 
2.5.1  Ventana de Inicio 
El programa inicia con una ventana ilustrada en la figura 2-16  la cual tiene como 
título “Visualización de las matrices de rotación”, contiene seis accesos en los cuales no 
existe restricción para entrar a cada enlace, la finalidad es que el programa sea de 
navegación libre y se ajuste a las necesidades del usuario el cual puede ser un 
estudiante o un docente, los botones poseen las palabras claves de acuerdo a los ítems 
encuestados como son: Rotación 2D, Rotación 3D, No Conmutable, Activo y Pasivo, Ejes 
de Rotación y Velocidad, adicionalmente hay un botón de Créditos que contiene la 
información de la ciberografía con respecto a las imágenes utilizadas y algunos 
fragmentos de código ActionScript utilizados dentro del lenguaje de programación, su 
entorno se ajusta según como lo describe Zabala “Cuanto más complejas y numerosas 
sean las conexiones establecidas entre el material de aprendizaje y los esquemas de 
conocimiento del estudiante y cuanto más profunda sea su asimilación y memorización 
comprensiva y cuanto más sea el grado de significatividad del aprendizaje realizado, 
tanto mayor será su impacto sobre la estructura cognoscitiva del estudiante y, en 
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consecuencia, tanto mayor será la probabilidad de que los significados construidos 
puedan ser utilizados en la realización de nuevos aprendizajes”. (Zabala, 1995) 
Figura 2- 16 Ventana de Inicio 
 
 
2.5.2 Ventana ROTACIÓN 2D 
El primer botón de acceso de la ventana de inicio mostrada en la figura 2-16 nos 
lleva a una nueva ventana donde se puede visualizar rotaciones en dos dimensiones, ver 
figura 2-17, en este espacio se encuentra un plano cartesiano donde el usuario puede al 
dar Clic o un toque en caso de un dispositivo táctil ubicar tres diferentes figuras 
geométricas (Triángulo, Cuadrado y Heptágono), al costado derecho inferior se puede 
ubicar el eje de rotación a partir de dos selectores numéricos para la coordenada (x,y) 
como centro de rotación, el usuario puede a partir de un deslizador girar la figura en 
sentido levógiro y dextrógiro con ángulos desde −360° 𝑎 360° , se encuentra una matriz 
de rotación que indica de acuerdo al ángulo seleccionado los términos que permiten 
encontrar las nuevas coordenadas de la figura, en la parte izquierda inferior se encuentra 
un botón de Ejemplo que lleva a un video tutorial, ver figura 2-18, sobre el manejo de la 
ventana y un botón que dice “Inicio” que lleva a la ventana inicio mostrada en la        
figura 2-16 
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Figura 2- 17 Ventana ROTACION 2D 
 
Figura 2- 18 Video tutorial ventana Rotación 2D 
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2.5.3 Ventana ROTACION 3D 
En el segundo botón de la ventana principal de la figura 2-16 se encuentra el 
acceso a la ventana de rotaciones en tres dimensiones ilustrado en la figura 2-19 , en 
esta nueva ventana el usuario puede manipular los tres ángulos de Euler a partir de un 
selector numérico para cada uno, al ir cambiando cada ángulo el cuerpo va rotando en el 
sistema de coordenadas (x,y,z), en la parte derecha inferior se ubican dos botones 
llamados “Matriz” que al ser pulsado crea la matriz de rotación, y el botón “Rotación” que 
activa la animación del cuerpo en un sistema 3D mostrando la rotación de acuerdo a 
cada ángulo de Euler, en la parte izquierda inferior existe un botón “EJEMPLO” que lo 
lleva a una ventana con un video tutorial similar al de la figura 2-18 donde el usuario 
puede ver una breve explicación del funcionamiento de este escenario, y el botón de 
“INICIO” que retorna al usuario a la ventana de inicio mostrada en la figura 2-16. 
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2.5.4 Ventana NO CONMUTABLE 
En el tercer botón “NO CONMUTABLE” de la ventana principal de la figura 2-16 
se accede a una nueva ventana ilustrada en la figura 2-20, dentro de ella el usuario tiene 
dos cuerpos rígidos que pueden rotar con el mouse en forma arbitraria y así ponerlos en 
la ubicación deseada, adicionalmente posee sliders en cada uno de los ejes y para cada 
cuerpo, los cuales puede cambiar en el orden que desee mostrando el eje de rotación y 
su dirección, posee un botón de “EJEMPLO” que lleva a un video tutorial similar al de la 
figura 2-18, tiene un botón de “RESTAURAR” que reinicia la ventana a su posición inicial 
y tiene el botón de “INICIO” que lo retorna a la ventana principal de la figura 2-16. 
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2.5.5 Ventana ACTIVO Y PASIVO 
En el cuarto botón llamado “ACTIVO Y PASIVO” de la ventana principal de la figura 2-16 
se accede a un nuevo escenario ilustrado en la figura 2-21, en este el usuario puede 
observar una transformación activa y pasiva a partir del botón “TRANSFORMAR”, posee 
dos planos cartesianos en dos dimensiones y una figura en cada uno, al momento de dar 
clic o un toque en la transformación activa la figura mientras que en la transformación 
pasiva es el plano quien rota, aquí el usuario puede observar que las coordenadas son 
iguales independientemente de la transformación que se realice ya que la interpretación 
geométrica es diferente.   
 
Figura 2- 21 Ventana ACTIVO Y PASIVO 
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2.5.6 Ventana EJE DE ROTACIÓN 
En el quinto de botón “EJE DE ROTACIÓN” de la ventana principal de la figura 2-
16 se puede acceder a un nuevo escenario ilustrado en la figura 2-22, este espacio está 
compuesto por una imagen de “Homero Simpson” en dos dimensiones que posee 
diferentes ejes de rotación como son un eje vertical, horizontal, central y uno por fuera de 
la figura, el usuario puede a partir de un botón “PLAY” realizar una rotación con el mismo 
ángulo para todas las figuras y poder observar cómo se mueven dependiendo de la 





2.5.7 Ventana VELOCIDAD 
En el último botón de interacción con escenarios de la ventana principal de la 
figura 2-16 se encuentra “VELOCIDAD”, este lleva al usuario a una nueva ventana 
ilustrada en la figura 2-22, destinada a mostrar la velocidad angular y tangencial de tres 
partículas de un cuerpo en posiciones diferentes que rota y va dejando el rastro de un 
circulo, tiene un botón de “INICIAR Y AUMENTAR VELOCIDAD” el cual inicia la 
animación y permite ir cambiando la velocidad angular, el propósito es que mediante la 
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observación se pueda visualizar la diferencia entre velocidad angular y velocidad 
tangencial, adicionalmente hay una imagen que tiene un eje central que muestra el 
movimiento de rotación y se convierte en un ejemplo de un cambio de percepción al ver 
la rotación desde arriba. 




2.5.8 Botón Créditos 
En este botón de aspecto y forma diferente a los demás botones de la ventana principal 
de la figura 2-16 lleva al usuario a una nueva ventana mostrada en la figura 2-23, dentro 
de este escenario se muestras los enlaces de las imágenes utilizadas, una página web 
que sirvió como tutorial para la programación, el escudo de la universidad Nacional de 
Colombia como institución educadora y los nombres de los creadores del programa, 




VISUALIZACIÓN GEOMÉTRICA DE LAS MATRICES EN LA MECÁNICA ROTACIONAL A PARTIR DE LA SIMULACIÓN 










58 Capítulo 3 
 
3. EVALUACIÓN DEL SOFTWARE, DISEÑO, 
IMPLEMENTACIÓN Y ANÁLISIS DE 
RESULTADOS 
3.1 APLICACIÓN DE LA SIMULACIÓN EN EL AULA 
De acuerdo al contexto de la asignatura de álgebra que oriento en el colegio el 
porvenir sede b jornada tarde con los estudiantes de grado 904 se implementó el 
software como parte de la temática de álgebra de matrices, aprovechando la facilidad del 
programa para ser ejecutado en diferentes dispositivos electrónicos como computadores 
o tabletas, como estrategia se enlaza el trabajo  de grado con  el proyecto de Secretaría 
de Educación llamado Escuela móvil cuyo propósito es la renovación, rediseño y 
transformación de las prácticas pedagógicas con apoyo de Tics en especial con las 
Tabletas y Dispositivos Móviles, este proyecto está incentivado por  la Dirección de 
Ciencias, Tecnologías y Medios Educativos de la SED-Bogotá. 
3.2 IMPLEMENTACIÓN DEL SOFTWARE 
La implementación del software inicia con la instalación y ejecución del programa 
en 15 computadores y 20 tabletas, la explicación  de este proceso puede verse en  
Anexo E , dentro del trabajo en aula se crearon tres actividades dirigidas a evaluar la 
aplicación cuyo objetivo es “Utilizar la simulación en el aula, lo cual  permite evaluar la 
herramienta como un recurso didáctico para la enseñanza-aprendizaje de las matrices en 
la mecánica rotacional”, cada una de las actividades se centran en ejercicios específicos 
dentro del álgebra de matrices de rotación y algunos tópicos especiales como  
transformaciones activas y pasivas, no conmutabilidad en las rotaciones 3D, y dentro de 
la cinemática conceptos como velocidad angular, velocidad tangencial, distancia angular 
y distancia lineal, además de otros conceptos usados en clase. 
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3.2.1 ACTIVIDAD 1: ENCUESTA DE PERCEPCIÓN Y 
ROTACIÓN 2D 
En la primera sesión de aplicación donde se instaló el programa se dejó que los 
estudiantes utilizaran el software de forma libre para que se familiarizaran y lo 
conocieran, luego de que lo exploraran, se les entrego una guía, ver Anexo B, en la cual 
se hacía un encuesta de percepción con el fin de evaluar el aspecto heurístico tal como 
lo menciona Galvis “El heurístico es aquel que promueve el aprendizaje experiencial y 
por descubrimiento. Son aquellos softwares que se diseñan y programan en ambientes 
ricos para la exploración del alumno. Se espera que el alumno llegue al aprendizaje a 
partir de su experiencia, creando sus propios modelos de pensamiento, sus 
interpretaciones del mundo. Aspectos que pueden ser comprobados a través de los 
mismos softwares.” (Galvis P, 1993) , de acuerdo a esto las preguntas se orientaron en: 
 Aspecto de las ventanas: Estas preguntas se orientaron a evaluar si la forma de 
cada ventana fue agradable, el uso de colores, gráficos e imágenes se tuvieron 
en cuenta, para esto se utilizó una escala de 5 valores (Excelente-Bueno-Normal-
Regular y Malo), los valores obtenidos están organizados en la Gráfica 2, de 
acuerdo a los resultados obtenidos la ventana que más gustó fue la de 
“VELOCIDAD”, la ventana de “INICIO” fue bastante llamativa destacando la 
imagen de fondo y la forma de los botones, le sigue las ventanas de “ROTACION 
2D” y “ROTACIÓN 3D” en las cuales les gustó la parte visual de cada una, le 
sigue  las ventanas de “NO CONMUTABLE” y “EJES DE ROTACIÓN” en ellas les 
gusto el uso de colores y la imagen utilizada como agente motivador, y por último 
la ventana de “ACTIVO Y PASIVO” que de acuerdo a ellos la ven demasiado 
sencilla. 
 Interacción con el Software: La intención es evaluar el uso de cada ventana de 
acuerdo a la manipulación de los botones, uso de los Sliders y la facilidad para 
familiarizarse con el entorno, se utilizó la misma escala y los datos obtenidos se 
organizaron en la Gráfica 3, de acuerdo a los resultados la ventana de mejor 
interacción es la de “VELOCIDAD” seguida por la ventana de “ROTACIÓN 3D”, 
en la ventana de “ROTACIÓN 2D” su calificación en general fue normal, para las 
demás ventanas su interacción en promedio la calificaron como buena. 
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Gráfica 2 Resultados Encuesta Aspecto de las Ventanas 
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 Instalación y navegación: Con el fin de evaluar la facilidad para instalar el 
programa en el computador o en la tableta y la navegación dentro de todas las 
ventanas en general se les pregunto usando la misma escala, los resultados 
obtenidos se registran en la Gráfica 4, se observa que la instalación en general 
fue buena y con respecto a la navegación se obtiene un buen resultado. 
 
Gráfica 4 Resultados en Instalación y Navegación 
 Tutoriales: En las ventanas de “ROTACIÓN 2D”, “ROTACIÓN 3D” y “NO 
CONMUTABLE” existen unos ejemplos a partir de un video para cada uno, 
usando la misma escala se evaluó si los videos  tutoriales fueron claros, dentro de 
sus observaciones y calificaciones se observa una buena aceptación, los 
resultados se muestran en la Gráfica 5. 
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 Preguntas Abiertas: Se realizaron tres preguntas orientadas a detectar que 
ventana les gustó más y que ventana no, además se recogieron sus 
observaciones y aportes, todas estas ideas se organizaron en la tabla 1, hay que 
tener en cuenta que las debilidades de las ventanas se fueron arreglando dentro 
del proceso de aplicación, en resumen se muestra las fortalezas, debilidades y 
oportunidades de mejora expuestas en la encuesta inicial. 




En general con el grupo 
las ventanas que más les 
gusto fueron la ventana 
“ROTACIÓN 3D” y la de 
“VELOCIDAD”, donde la 
parte visual, los efectos 
tanto de rotación como 
de velocidad les agrado. 
Las ventanas de 
“ROTACIÓN 2D” y 
“ACTIVO Y PASIVO”, no 
son muy llamativas y 
consideran que no son 
claras, le falta dinamismo 
y mejoras en el diseño. 
Se pueden incluir más 
actividades, el software 
puede dar una 
calificación al usuario de 
acuerdo al uso, anexar 
actividades luego de ver 
los ejemplos. 
 
 Ejercicios: Se incorporó dentro de la sesión dos ejercicios de rotación en dos 
dimensiones, la ventana que se utilizó para la explicación fue “ROTACIÓN 2D” de 
la figura 2-18, el uso de la aplicación en el aula permitió un avance rápido en la 
conceptualización y la ejecución de los ejercicios, el trabajo se orientó a dirigir el 
discurso a partir del software y realizar ciertas explicaciones de forma tradicional 
para darle un sentido, conceptos como rotación, traslación, ángulo, matriz, 
relación trigonométrica hicieron parte de la sesión, el papel del docente se 
convierte en un orientador y el software en su herramienta visual. 
 Trasformación Activa y Pasiva: Se utilizó la ventana “ACTIVO Y PASIVO” de la 
Figura 2-21 para explicar el concepto, su visualización hizo que los estudiantes 
entendieran de una manera muy rápida cada transformación y que comprobaran 
que en el caso de las rotaciones no influye el tipo de rotación que se realice, bien 
sea que la figura rote o que el sistema de coordenadas lo haga, en este caso los 
estudiantes vieron el objetivo de esta ventana y su significado desde la parte 
algebraica y geométrica. 
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3.2.2 ACTIVIDAD 2: EJES DE ROTACIÓN Y ROTACIÓN 
3D 
En esta segunda sesión de aplicación del software se inició con la construcción de 
la matriz de rotación 2D desde un sentido geométrico y así poder llegar a la asimilación 
en el sistema 3D, se utiliza ciertas consideraciones trigonométricas y arreglos 
cuadrangulares que permitan organizar los términos de la matriz de rotación asociada a 
un ángulo específico, la ventana de “ROTACION 2D” de la figura 2-17 fue utilizada para 
explicar las consideraciones mencionadas y permitió de una manera didáctica abordar el 
tema sin ningún problema. 
Dentro de las preguntas 2 a 4 de la guía se enfocó el concepto de ejes de rotación 
dando como resultado ciertas respuestas que se organizan en la tabla 2, es notable 
observar como el análisis que ellos hacen lo explican mediante lo observado en la 
simulación, en especial en la ventana “EJES DE ROTACIÓN”. 
 
Tabla 2. Resumen de respuestas Eje de Rotación 
¿Describa con sus palabras 
qué es un eje de rotación? 
¿Ejes de rotación paralelos 
generan la misma rotación? 
¿Cómo influye la posición 
del eje de rotación? 
 Es un punto que no 
se mueve pero 
genera la rotación. 
 Es el punto donde 
rotan los demás 
puntos alrededor. 
 Es el que se puede 
generar diferentes 
rotaciones. 
 Es el punto que no 
rota. 
 No, porque las 
partículas siempre 
se van a mover 
diferente. 
 No, porque la 
ubicación del eje es 
diferente. 
 Aunque sean 
paralelos siempre el 
eje indica la rotación 





 Indica el sentido de 
rotación de las 
partículas 
 Si está por fuera del 
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Para el último ejercicio se trabajó en rotaciones en tres dimensiones, en particular 
los ángulos de Euler, dentro de la explicación se generalizó la matriz de rotación en 3 
dimensiones, y su forma de acuerdo al eje de rotación, se llegó a las ecuaciones 1-21, 1-
22 y 1-23 y su diagramación fue sencilla, aquí la Figura 2- 19 Ventana ROTACION 3D 
permite visualizar cada rotación de acuerdo al ángulo de Euler seleccionado, como 
ejemplo puede verse el resultado en la figura 2-23   




El uso de la simulación permite agilizar la visualización de cada rotación y ayuda a 
que el estudiante vea el proceso que tiene cada matriz, la explicación de la forma de 
cada matriz se hace por parte del docente, y el uso de la herramienta permite enriquecer 
el concepto. 
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3.2.3 ACTIVIDAD 3: NO CONMUTACIÓN Y VELOCIDAD  
En la última actividad se diseñó una guía (Ver Anexo D) enfocada a trabajar los 
conceptos de No conmutabilidad en las operación de multiplicación de matrices, para 
esto se utilizó la  Figura 2- 20 Ventana NO CONMUTABLE, aquí se aprovecha la 
simulación para mostrar que el orden de la aplicación de las matrices de rotación influye 
en la posición final del cuerpo, se utilizó un diagrama en tres dimensiones y ellos debían 
dibujar la rotación, el resultado puede observarse en la figura 3-2. 
Figura 3- 2 Ejemplo Respuesta NO CONMUTACION en las matrices 
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En este punto se pudo llegar a la conclusión con los estudiantes que la 
trasformación producida por las matrices no es conmutativa, el uso de la simulación 
permitió de una manera visual demostrar la propiedad de las matrices y el tiempo de 
abstracción del concepto fue bastante rápido. 
La descripción del concepto de velocidad de las partículas en un cuerpo rígido fue 
bastante sencilla con el uso de la Figura 2- 22 Ventana VELOCIDAD” de la Figura 2- 22, 
en él los estudiantes pudieron describir el tipo de trayectoría que describen, y la 
diferencia entre velocidad ángular y tangencial, como ejemplo puede verse en la figura 3-
3  las respuestas de algunos estudiantes , 
Figura 3- 3 Ejemplo Respuesta de Velocidad 
 
3.3 EVALUACIÓN DE CALIDAD DEL SOFTWARE  
 
Figura 3- 4 Modelo de Calidad ISO/IEC- 9126 
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En la figura 3-4 se presenta un modelo de calidad de un software llamado ISO 9126 
el cual evalúa un conjunto de características las cuales recogen diferentes aspectos, a 
partir de este modelo se creó una encuesta tipo Likert aplicada en la actividad 3 del 
Anexo D, que permite evaluar cada uno desde tres subcategorías, las características 
evaluadas son: 
 
 Funcionalidad: Se evaluó si el software cumple la función de herramienta en el 
aula, si los tiempos de navegación son adecuados y si el acceso a cada ventana 
es confiable y seguro, los resultados de esta característica se encuentran en el 
Grafica 6, en las diferentes subcategorías se observa que los estudiantes están 
satisfechos con la funcionalidad, se resalta el aspecto de software como 
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 Fiabilidad: En este aspecto se evaluó la confiabilidad que tiene el software de 
acuerdo a si es tolerante a fallas presentadas, si el grado de madurez de los 
conceptos son acorde a cada temática, y si apoya con los conceptos trabajados 
en clase, los resultados de la evaluación pueden observarse en la Gráfica 7 
 
Gráfica 7 Modelo de Calidad ISO 9126: Fiabilidad 
 Usabilidad: En este criterio se evalúa los aspectos de capacidad del software 
para ser entendido, la buena operación es sus diferentes ventanas y si es 
atractivo para los usuarios, el resultado se expresa en la gráfica 8  
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 Eficiencia: En este aspecto se evalúa la eficiencia de las ventanas de 
navegación, la estabilidad en las simulaciones que presenta y el uso de recursos 
animados adecuados a los conceptos, los resultados se exponen en la gráfica 9 
 
Gráfica 9 Modelo de Calidad ISO 9126: Eficiencia 
 Mantenibilidad: Dentro de esta categoría se evaluó si el software permitía 
cambios en sus estructura, si era posible realizar depuración y si el 
mantenimiento es rápido y eficiente, los resultados se muestran en la gráfica 10 
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 Portabilidad: En esta última categoría se evalúa a la adaptación del software con 
diferentes conceptos de las matrices de rotación, a la adaptación en diferentes 
dispositivos como computador o tableta y si es posible remplazar el archivo madre 
sin dañar el programa, el resultado se puede observar en la gráfica 11. 
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4. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 
4.1 Conclusiones 
Dentro del trabajo desarrollado en la enseñanza del fenómeno de rotaciones se 
trabajaron seis aspectos importantes que llevan al aprendizaje deseado, en cada uno de 
ellos se observaron características como: 
 Las rotaciones en dos dimensiones son el primer paso para hablar de este 
fenómeno, el uso de la geometría propició que los estudiantes usaran un 
vocabulario geométrico acorde y eso permite una mejor comunicación y 
comprensión a la hora de abordar el álgebra y en especial la asimilación de la 
matriz de rotación. La herramienta como recurso para visualizar el fenómeno 
ayudó de una manera eficaz en el proceso de enseñanza-aprendizaje. 
 Pasar de rotaciones en dos dimensiones a tres con el uso de la simulación fue un 
trabajo sencillo, el concepto de eje de rotación visualizado en un sistema en 3D 
permite realizar una excelente descripción de cada giro, el uso de los ángulos de 
Euler ayudó a entender las rotaciones realizadas por el cuerpo rígido, la relación 
con la matriz de rotación en dos dimensiones y su transposición en la 
construcción en tres dimensiones es un factor importante a la hora de abordar el 
tema, de nuevo la visualización apunta a un mejor abordaje del tema abriendo la 
posibilidad de trabajar en los diferentes conceptos de una forma precisa. 
 La no conmutabilidad en la multiplicación de matrices se pudo explicar con el 
fenómeno de rotación a partir de rotaciones específicas, la visualización 
geométrica permitió mostrar de una manera didáctica y demostrativa esta 
propiedad. Además lleva al estudiante a un nuevo nivel de abstracción y genera 
para el docente una nueva visión a la hora de mostrarla, se resalta la didáctica 
que tiene la ventana con el uso de colores junto con la posibilidad de libertad por 
parte del usuario para manipular los cuerpos rígidos de acuerdo a la necesidad.  
 La transformación activa y pasiva se abordó desde la visualización de las 
rotaciones tanto del sistema como del cuerpo, en este aspecto se evidencia 
dentro de los estudiantes que la transformación es igual desde el lado algebraico 
pero que su interpretación geométrica es diferente. Por lo tanto el aporte desde el 
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lado conceptual es grande ya que ellos diferencian bastante bien cada tipo de 
transformación, además que permite reforzar conceptos geométricos básicos que 
son aplicados en la cotidianidad. 
 El manejo del concepto de eje de rotación fue bien relevante ya que además de 
que entienden que el giro es a partir del mismo, permite manejar otros conceptos 
como: ley de la mano derecha, que los puntos que componen este eje son 
inmóviles y que la ubicación sí altera la forma como rota el cuerpo, además de la 
posición de la partículas de acuerdo a donde se coloque el eje. La representación 
y sentido de giro son importantes para hablar de los fenómenos de rotación en el 
caso de la mecánica rotacional. 
 Fue posible enseñar los conceptos de velocidad angular y tangencial a partir de la 
visualización del fenómeno de rotación de un cuerpo rígido mostrado desde la 
simulación del movimiento de las partículas que lo conforman. La descripción de 
la posición de cada partícula permite mostrar estos dos conceptos de una manera 
clara y con la rigurosidad de los términos usados desde la geometría.  
  
Teniendo en cuenta la importancia de la tecnología en los procesos de aprendizaje 
actuales, se ha diseñado e implementado una herramienta innovadora en el área de 
las matemáticas enfocada a la geometría, SOFROTATE  es una herramienta de 
simulación de rotaciones en 2D y 3D mediante las cuales el alumno tiene la 
posibilidad de explorar elementos abstractos y concretos que permiten  simular de 
manera interactiva  diferentes tipos de rotación, para que éstas a su vez sean más 
comprensibles y llamativas. Esta herramienta es útil tanto para el alumno como para 
el docente ya que por medio de instrucciones sencillas de comprender, el alumno 
explora esas dimensiones, las cuales son direccionadas por el docente según la 
necesidad o el propósito que tenga. 
 
Esta herramienta aparte de ser útil en el momento, puede ayudar a futuro 
dependiendo de las actividades y las modificaciones que el usuario proponga para 
irlas enriqueciendo y adaptando a otros campos que desee explorar de forma 
didáctica e interactiva, construyendo unos vínculos dentro del aula que conlleven al 
uso del software de la mano de la pedagogía y las relaciones interpersonales 
afectivas dentro y fuera de la escuela. 
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4.2 Recomendaciones 
Una vez terminada esta tesis consideramos que las recomendaciones  en la 
enseñanza de las matrices de rotación y el movimiento de rotación con el uso de 
simulaciones son: 
 En particular se recomienda crear diferentes aplicaciones aprovechando las 
ventajas que tiene el lenguaje orientado a objetos de ActionScript 3.0 del 
programa Flash CS6 como herramientas para el fortalecimiento en la enseñanza 
y aprendizaje de diferentes conceptos. 
 Dentro del lenguaje de programación se deja el código abierto para ser usado en 
diferentes situaciones, este programa queda en la carpeta y se deja a disposición 
del público interesado. 
 Para futuros proyectos se recomienda hacer uso de las Tic’s en el aula como una 
herramienta para el docente convirtiéndose en una alternativa para incentivar a 
los estudiantes de cualquier edad. 
 Dentro de la enseñanza del álgebra lineal se recomienda el uso de la geometría 
como base para la visualización en diferentes operaciones, además 
consideramos que el trabajo puede extenderse hacia diferentes campos de 
aplicación. 
 El uso de la herramienta se acomoda de acuerdo a las necesidades del docente, 
la finalidad se concreta con respecto al tema que se desee trabajar, las diferentes 
simulaciones se adaptan a los diferentes usos e inclusive a las temáticas de 
algunos tópicos en álgebra tanto en secundaria como en los primeros semestres 
de universidad. 
 El software permite ser vinculado en una página web como recurso didáctico 
dentro de un curso de álgebra, es preciso aclarar que el navegador debe poseer 
un reproductor SWF, como experiencia propia el explorador CHROME de Google 
posee esta característica. 
 Si el lector está interesado en el código de programación, el diseño y creación del 
programa puede contactarse a mi correo oomartinezq@unal.edu.co para recibir 
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Anexo A: Prueba Diagnóstica 
 
 





Anexo B: ACTIVIDAD 1 (ENCUESTA DE 
PERCEPCIÓN Y ROTACIÓN 2D) 
 





Anexo C: ACTIVIDAD 2 (EJES DE ROTACIÓN Y 
ROTACIÓN 3D) 
 






Anexo D: ACTIVIDAD 3 (NO CONMUTACIÓN Y 
VELOCIDAD, ESCUESTA FINAL) 
 
 





Anexo E: GUIA DE INSTALACIÓN DEL SOFTWARE 
Instalación en PC 
Se recomienda tener instalado el navegador de CHROME de Google, aunque la 
compatibilidad con INTERNET EXPLORER es buena, para su ejecución se debe realizar 
los siguientes pasos: 
Paso 1: 
En la carpeta “SoftRotate PC” hay 4 archivos, los tres primeros archivos son videos en 
formato flv que se vinculan al software (Se aconseja no borrar ninguno), al último 
archivo SoftRotate.swf  se le da clic derecho y en el menú se busca la opción “Abrir con” 
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Paso 2: Dado que se va a abrir el archivo por primera vez, aparecerá una ventana de 
Windows que le dirá “Windows no puede abrir este archivo”, en ¿Qué desea hacer? 
Debe seleccionar un programa de la lista de programas instalados, ver imagen 
 
Paso 3: 
Se abre una ventana la cual permite elegir el programa para abrir el archivo, en 
programas recomendados deben aparecer algunos de los dos navegadores, sobre el 
icono de un navegador se da doble clic y  el archivo se ejecuta en una ventana nueva del 
programa seleccionado. En caso de que no estén los iconos de alguno de los dos 





Paso 4: Al dar clic sobre “Examinar” se abre la ventana para explorar las carpetas  (ver 
imagen), se dirige a Disco local (Por lo general es C) a la carpeta Archivos de Programa 
y en ella van a encontrar las carpetas de “Internet Explorer” o “Google”, de acuerdo a la 
elección que usted realice se busca el icono del navegador y se selecciona. 
 
Estos paso se hacen solo una vez cuando se abra el archivo por primera vez, luego de 
esto el archivo queda configurado para abrir con doble clic o enter, y su icono cambia al 
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Instalación en Tableta 
Paso 1: Descargue e instale el programa SWF PLAYER  de la tienda de Play Store. 
 
Paso 2: Copie la carpeta “SoftRotate TABLETA” mediante un cable de datos o mediante 
Bluetooth en el dispositivo, vaya al gestor de archivos de su tableta (Ver imagen) y 









Paso 3: Seleccione el archivo SoftRotate.swf  y aparecerá una ventana “Completar la 
acción mediante” (ver imagen), seleccione SWF Player (AIR) y de un toque en “Solo una 
vez”, se abrirá una ventana con el programa para ser utilizado normalmente 
 
 
 
